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Çàäàíèå

1. Ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p, q) íàéäèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû

x = q − t · p/m. Êàêîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ýòîò èíòåãðàë äâèæåíèÿ?

2. Ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêöèþ âåêòîðà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà

èìïóëüñà ℓ = r× p, ñêàæåì, íà îñü z è íàéòè âèä áåñêîíå÷íî ìàëûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé � âðàùåíèÿ

êîîðäèíàò è èìïóëüñà âîêðóã îñè z íà óãîë ϵ.

3. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïîòåíöèàëå ïðèòÿæåíèÿ âèäà U ∼ −1/r2 ÷àñòèöà ïàäàåò íà öåíòð. Ïðè êàêîì óñëîâèè?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç ôîêóñà ýëëèïñà, ïîñëå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñà ïðîõîäèò

÷åðåç âòîðîé ôîêóñ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè íà òðàåêòîðèè äî ôîêóñîâ ýëëèïñà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

×åìó ðàâíà ýòà âåëè÷èíà?

6. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò T ñîîòíîñÿòñÿ êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò a:

T 2

a3
=

4π2
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.

7. Â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Ñîëíöà âû÷èñëèòå ìàëîå îòêëîíåíèå ëó÷à ñâåòà, ïðîõîäÿùåãî âîçëå êðàÿ Ñîëíöà (óêà-
çàíèå: ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå íå çàâèñèò îò ìàññû). Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ óãëîì îòêëîíåíèÿ, ðàññ÷èòàííûì
â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ò.å. ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,

δϕ =
4GM⊙

c2R⊙
.

8. Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàéäèòå áàçèñ h1,2 êîâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà, âûðàçèâ åãî ÷åðåç áàçèñ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé çàäàí â âèäå

e1 = ex, e2 =

√
3

2
ex +

1

2
ey.

Çàïèøèòå ìåòðèêó â çàäàííîì áàçèñå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçóéòå ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàíòíîãî

áàçèñà ñîîòíîøåíèÿìè îðòîíîðìèðîâêè è ìåòîä ãðàäèåíòà ê ëèíèè ïîñòîÿííîé êîîðäèíàòû.

9. Íàéäèòå âåêòîðû Êèëëèíãà äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

10. Âû÷èñëèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

11. Íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ïðè çàìåíå êîîðäèíàò.

12. Äîêàæèòå òîæäåñòâî äëÿ êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè âåêòîðà

∇αA
α =

1
√
g
∂α {√g Aα}

ãäå g = det gαβ , ò.å. äåòåðìèíàíò ìåòðèêè, äëÿ êîòîðîãî δg = g gαβδgαβ .

13. Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 12 äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò îïåðàòîðà ∇ ñâîäèòñÿ ê îïåðàòîðó Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà:

gαβ∇α∇β =
1
√
g
∂α

{
gαβ√g ∂β

}
,

ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè äåéñòâèè íà ñêàëÿð.

14. Âû÷èñëèòå îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èç âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè.

15. Â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåòðèêà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä gαβ = diag(H2
1 , H

2
2 , H

2
3 ), ãäå Hk íà-

çûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå. Çàïèøèòå îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ëàìå.
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16. Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà sαβ = sβα ñ àíòèñèììåòðè÷íûì tαβ = −tβα òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ:

sαβt
αβ ≡ 0.

17. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèö ñïèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò ýòè ìàòðèöû èç áàçèñà äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàò ê ìàòðèöàì â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè

ñïèíà íà îñü z.

18. Âû÷èñëèòå âñå êîìïîíåíòû ñèìâîëà Êðîíåêåðà â áàçèñå {+,−, 0}.
Îòâåò: íåíóëåâûå êîìïîíåíòû δ00 = −δ+− = −δ−+ = 1.

19. Âû÷èñëèòå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêè

Yl,l(θ, ϕ) =
1√
4π

√
(2l + 1)!

2l
1

l!
(n+)

l

(ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé).

20. Ïîñòðîéòå â ÿâíîì âèäå ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â çàäà÷å SO(3) : 5⊗ 3.


